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Роль вариационных принципов механики  
в исследовании эволюции  
неконсервативных динамических систем
Е.А. Спирин, М.П. Головин, К.С. Федий
Сибирский федеральный университет 
Россия, 660041, Красноярск, пр. Свободный, 79
В статье рассмотрены основы вариационных принципов механики применительно к 
материальной точке, приведена краткая историческая справка развития вариационных 
методов механики, рассмотрена классическая вариационная задача с закрепленными 
концами, показана связь закона сохранения энергии с принципом стационарности действия, 
а также представлено получение характеристической функции неконсервативной системы 
на примере механической системы с линейным трением. На основе теоремы Нетер показана 
связь первого интеграла механической системы с ее характеристической функцией и 
выполнена интерпретация первого интеграла неконсервативной механической системы с 
линейным трением.
Ключевые слова: функция Лагранжа, динамическая система, прикладная математика, 
вариационное исчисление, принцип Гамильтона.
Принципами механики называются исходные положения, отражающие столь общие зако-
номерности механических явлений, что из них как следствия можно получить все уравнения, 
определяющие движение механической системы. В ходе развития механики был установлен 
ряд таких принципов, каждый из которых может быть положен в основу механики. Эти прин-
ципы подразделяют на невариационные и вариационные.
Невариационные принципы механики непосредственно устанавливают закономерности 
движения, совершаемого системой под действием приложенных к ней сил. К этим принципам 
относятся, например, 2-й закон Ньютона, а также принцип Д’Аламбера.
Определение закона движения материальной точки является основной задачей теорети-
ческой механики, непосредственное интегрирование уравнений Ньютона не самый удобный 
способ ее решения. 
Содержание вариационных принципов состоит в том, что они устанавливают свойства, 
позволяющие отличить истинное, т.е. фактически происходящее под действием заданных сил, 
движение механической системы от всевозможных её движений. Обычно эти свойства состоят 
в том, что для истинного движения некоторая физическая величина, зависящая от характери-
стик системы, имеет наименьшее значение по сравнению с её значениями во всех рассматри-
ваемых возможных движениях. При этом вариационные принципы могут отличаться друг от 
друга видом указанной физической величины и особенностями рассматриваемых возможных 
движений, а также особенностями самих механических систем, для которых эти принципы 
справедливы. Использование вариационных принципов требует применения методов вариаци-
онного исчисления.
Многие ведущие ученые внесли существенный вклад в развитие вариационных принци-
пов аналитической механики [1].
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Мопертюи (1698-1759) предложил универсальную гипотезу, согласно которой любые со-
бытия в природе описываются при помощи определенной величины, называемой действием, 
принимающей минимальной значение на истинном пути движения. Однако Мопертюи не смог 
четко определить величину, которая должна быть минимизирована.
Эйлер (1707–1783) внес существенный вклад в развитие теоретической механики, свои ра-
боты в области вариационной механики он начал с изучения «изопериметрических» задач, для 
которых нашел решение в явном виде. Хотя Эйлер и не сформулировал четкого принципа наи-
меньшего действия, что было впервые сделано Лагранжем, его применения этого принципа к 
механическим задачам, по сути дела, эквивалентны лагранжевой явной формулировке.
Лагранж (1736-1813). Если принцип виртуальных перемещений и принцип Даламбера по-
зволили рассматривать механическую систему как нечто целое, не разбивая ее на изолирован-
ные частицы, то уравнения Лагранжа добавили еще одно важное свойство – инвариантность 
относительно произвольных преобразований координат. Лагранж создал инструмент решения 
механических задач при помощи чистых вычислений, без каких бы то ни было физических или 
геометрических соображений, при условии, что кинетическая и потенциальная энергии заданы в 
аналитической форме. Метод использования дополнительных условий при помощи неопределен-
ных множителей – открытие Лагранжа, которое играет важную роль в теоретической механике.
Гамильтон (1805-1865). Уравнения Лагранжа были довольно сложными дифференциаль-
ными уравнениями второго порядка. Гамильтон сумел преобразовать их в систему дифферен-
циальных уравнений первого порядка с удвоенным числом переменных, позиционные коор-
динаты и импульсы рассматривались при этом как независимые переменные. Это простейшая 
и наиболее удобная форма, к которой могут быть приведены уравнения вариационной задачи, 
получившей название «канонические уравнения», данное им Якоби. Гамильтон, преобразо-
вав принцип Даламбера, впервые дал точную формулировку принципа наименьшего действия. 
Форма, в которой применяли этот принцип Эйлер и Лагранж, справедлива лишь для консерва-
тивных (склерономных) систем.
Принцип наименьшего действия (стационарности действия) является фундаментальной 
основой лагранжевой и гамильтоновой формулировок механики. Не все физические системы 
имеют уравнения движения, которые можно получить из этого принципа, однако все фунда-
ментальные взаимодействия ему подчиняются, в связи с чем этот принцип признан одним из 
ключевых положений современной физики. Получаемые с его помощью уравнения движения 
имеют название уравнений Эйлера — Лагранжа.
При исследовании одномерного механического движения принцип стационарности дей-
ствия записывается в форме функционала движения [2,3]:
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Графически данную задачу можно представить в виде графика (рис. 1).
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Выражение (10) называется уравнением Эйлера-Лагранжа. Уравнение (10) также 
можно получить, применив лемму Дюбуа-Реймона. 
Рассматривая поведение функции L  относительно преобразований координат, можно 
получить ряд инвариантов механической системы. Одним из таких инвариантов является 
полная механическая энергия консервативной системы. 
Полная производная функции )),(),(( ttxtxL &  по времени имеет вид (при условии, что 
она не зависит явно от времени) 
t
x
x
L
t
x
x
L
dt
dL
∂
∂
∂
∂+∂
∂
∂
∂= &&  (9) 
С учетом (10) уравнение (11) примет вид: 
,
 
Рис. 1. Графическое представление траектории с закрепленными концами
 
Рис. 1. Графич ское пр дставление т аектории с закрепленными концами 
Из всего многообразия функций )(txx =  истинным будет тот закон, который 
удовлетворяет условию (1), при движении из точки )( 0tx в точку )( 1tx . 
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Целью решения задач вариационного исчисления является поиск дифференциального 
уравнения, удовлетворяющего условию (1), для этого применяется основная лемма 
вариационного исчисления. При получении уравнения (8) лемма применяется при выносе за 
скобки общего множителя xδ  и x&δ . 
Проинтегрировав по частям второе слагаемое уравнения (8), получим условие 
выполнения равенства (1): 
[ ] 0)()( 1
0
=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
∂
∂−∂
∂=Δ ∫ xdtx
L
dt
d
x
LtxS
t
t
δ& . (7) 
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Выражение (10) называется уравнением Эйлера-Лагранжа. Уравнение (10) также 
можно получить, применив лемму Дюбуа-Реймона. 
Рассматривая поведение функции L  относительно преобразований координат, можно 
получить ряд инвариантов механической системы. Одним из таких инвариантов является 
полная механическая энергия консервативной системы. 
Полная производная функции )),(),(( ttxtxL &  по времени имеет вид (при условии, что 
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Целью решения задач вариационного исчисления является поиск дифференциального 
уравнения, удовлетворяющего условию (1), для этого применяется основная лемма 
вариационного исчисления. При получении уравнения (8) лемма применяется при выносе за 
скобки общего множителя xδ  и x&δ . 
Проинтегрировав по частям второе слагаемое уравнения (8), получим условие 
выполнения равенства (1): 
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Выражение (10) называется уравнением Эйлера-Лагранжа. Уравнение (10) также 
можно получить, применив лемму Дюбуа-Реймона. 
Рассматривая поведение функции L  относительно преобразований координат, можно 
получить ряд инвариантов механической системы. Одним из таких инвариантов является 
полная механическая энергия консервативной системы. 
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Целью решения задач вариаци нного исчис ения является поиск дифференциального 
уравнения, удовлетворяющего ус овию (1), для этого применяется основная лемма 
вариаци нног  исчислени . При получении уравнения (8) лемма применяется при выносе за 
скобки общего множителя xδ  и x&δ . 
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Выражение (10) называется уравнением Эйлера-Лагранжа. Уравнение (10) также 
можно получить, применив лемму Дюбуа-Реймона. 
Рассматривая поведение функции L  относительно преобразован й координат, можно 
получить ряд инвариантов меха ической системы. Одним из таких инвариантов является 
полная механическая энергия консервативной системы. 
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Целью решения задач вариационного исчисления является поиск дифференциального 
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С учетом (7) выражение (3) примет вид: 
[ ] dtx
x
Lδx
x
L(txS
1
0
t
t
))( &&δ∫ ∂
∂+∂
∂=Δ  (6) 
Целью решения задач вариационного исчисления является поиск дифференциального 
уравнения, довлетворяющего условию (1), для этого применяется основная лемма 
вариационного исчисления. При получении уравнения (8) лемма применяется при выносе за 
скобки общего множителя xδ  и x&δ . 
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Полная производная функции )),(),(( ttxtxL &  по времени имеет вид (при условии, что 
она не зависит явно от времени) 
t
x
x
L
t
x
x
L
dt
dL
∂
∂
∂
∂+∂
∂
∂
∂= &&  (9) 
С учетом (10) уравнение (11) примет вид: 
(9)
С учетом основной леммы вариационного исчислен я усл вие (9) примет вид
а) ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
∂+∂∂+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
∂+∂∂=∂ t
x
t
x
x
L
t
x
t
x
x
L
t
L &&
&
δδ
, 
 
б) ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
∂∂+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
∂∂=∂ t
x
x
L
t
x
x
L
t
L &
& , 
 
а-б) 
t
x
x
L
t
x
x
L
t
L
∂∂+∂∂=∂
&
&
δδ
. (5) 
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Выражение (10) называется уравнением Эйлера – Лагранж . Уравнение (10) также можно 
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Целью решения задач вариационного исчисления является поиск дифференциального 
уравнения, удовлетворяющего условию (1), для этого применяется основная лемма 
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скобки общего множителя xδ  и x&δ . 
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С учетом (7) выражение (3) примет вид: 
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Целью решения задач вариационного исчисления является поиск дифференциального 
уравнения, удовлетворяющего условию (1), для этого применяется основная лемма 
вариационного исчисления. При получении уравнения (8) лемма применяется при выносе за 
скобки общего множителя xδ  и x&δ . 
Проинтегрировав по частям второе слагаемое уравнения (8), получим условие 
выполнения равенства (1): 
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С учетом основной леммы вариационного исчисления, условие (9) примет вид: 
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L
& . (8) 
Выражение (10) называется уравнением Эйлера-Лагранжа. Уравнение (10) также 
можно получить, применив лемму Дюбуа-Реймона. 
Рассматривая поведение функции L  относительно преобразований координат, можно 
получить ряд инвариантов механической системы. Одним из таких инвариантов является 
полная механическая энергия консервативной системы. 
Полная производная функции )),(),(( ttxtxL &  по времени имеет вид (при условии, что 
она не зависит явно от времени) 
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С учетом (10) уравнение (11) примет вид: 
. (11)
С учетом (10) уравнение (11) примет вид
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Уравнение (12) представляет собой производную произведения функций 
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Уравнение (13) можно переписать в виде 
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Из уравнения (14) видно, что величина Lx
x
LE −∂
∂= && , называемая энергией, остается 
постоянной во времени. 
Если ввести обозначения: 
p
x
L =∂
∂
& , (13) 
f
x
L =∂
∂
, (14) 
где p – обобщенный импульс; f – обобщенная сила, то уравнение энергии примет вид 
LxpE −= & . (15) 
Закон движения материальной точки под действием сил, зависящих от 
пространственной координаты и её скорости, описанный с помощью уравнения Ньютона, 
имеет вид 
)()( xxxnxm ϕ=+ &&& , (16) 
где m  - масса материальной точки; )(xn  - коэффициент трения, зависящий от координаты; 
dx
dПx −=)(ϕ  – возмущающая потенциальная сила. 
Запишем уравнение Лагранжа второго рода для данной механической системы: 
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Уравнение (12) представляет собой производную произведения функций 
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L
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 и по времени, 
следовательно,
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Уравнение (13) можно переписать в виде 
0=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −∂
∂ Lx
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L
dt
d && . (12) 
Из уравнения (14) видно, что величина Lx
x
LE −∂
∂= && , называемая энергией, остается 
постоянной во времени. 
Если ввести обозначения: 
p
x
L =∂
∂
& , (13) 
f
x
L =∂ , (14) 
где p – обобщенный импульс; f – обобщенная сила, то уравнение энергии примет вид 
LxpE −= & . (15) 
Закон движения материальной точки под действием сил, зависящих от 
пространственной координаты и её скорости, описанный с помощью уравнения Ньютона, 
имеет вид 
)()( xxxnxm ϕ=+ &&& , (16) 
где m  - масса материальной точки; )(xn  - коэффициент трения, зависящий от координаты; 
dx
dПx −=)(ϕ  – возмущающая потенциальная сила. 
Запишем уравнение Лагранжа второго рода для данной механической системы: 
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Уравнение (13) можно переписать в виде
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Уравнение (12) представляет собой производную произведения функций 
x
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∂  и  по 
времени, следовательно, 
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Уравнение (13) можно переписать в виде 
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dt
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Из уравнения (14) видно, что величина Lx
x
LE −∂
∂= && , называемая энергией, остается 
постоянной во времени. 
Если ввести обозначения: 
p
x
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& , (13) 
f
x
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∂
, (14) 
где p – обобщенный импульс; f – обобщенная сила, то уравнение энергии примет вид 
LxpE −= & . (15) 
Закон движения материальной точки под действием сил, зависящих от 
пространственной координаты и её скорости, описанный с помощью уравнения Ньютона, 
имеет вид 
)()( xxxnxm ϕ=+ &&& , (16) 
где m  - масса материальной точки; )(xn  - коэффициент трения, зависящий от координаты; 
dx
dПx −=)(ϕ  – возмущающая потенциальная сила. 
Запишем уравнение Лагранжа второго рода для данной механической системы: 
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Из уравнения (14) видно, что величина Lx
x
LE −∂
∂=  , называемая энергией, остается посто-
янной во времени.
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Уравнение (12) представляет собой производную произведения функций 
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времени, следовательно, 
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Уравнение (13) можно переписать в виде 
0=⎟⎠
⎞⎜⎝
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∂ Lx
x
L
dt
d && . (12) 
Из уравнения (14) видно, что величина Lx
x
LE −∂
∂= && , называемая энергией, остается 
постоянной во времени. 
Если ввести обозначения: 
p
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L =∂
∂
& , (13) 
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∂
, (14) 
где p – обобщенный импульс; f – обобщенная сила, то уравнение энергии примет вид 
LxpE −= & . (15) 
Закон движения материальной точки под действием сил, зависящих от 
пространственной координаты и её скорости, описанный с помощью уравнения Ньютона, 
имеет вид 
)()( xxxnxm ϕ=+ &&& , (16) 
где m  - масса материальной точки; )(xn  - коэффициент трения, зависящий от координаты; 
dx
dПx −=)(ϕ  – возмущающая потенциальная сила. 
Запишем уравнение Лагранжа второго рода для данной механической системы: 
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Уравнение (12) представляет собой производную произведения функций 
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времени, следовательно, 
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Уравнение (13) можно переписать в виде 
0=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −∂
∂ Lx
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L
dt
d && . (12) 
Из уравнения (14) видно, что величина Lx
x
LE −∂
∂= && , называемая энергией, остается 
постоянной во времени. 
Если ввести обозначения: 
p
x
L =∂
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& , (13) 
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∂
, (14) 
где p – обобщенный импульс; f – обобщенная сила, то уравнение энергии примет вид 
LxpE −= & . (15) 
Закон движения материальной точки под действием сил, зависящих от 
пространственной координаты и её скорости, описанный с помощью уравнения Ньютона, 
имеет вид 
)()( xxxnxm ϕ=+ &&& , (16) 
где m  - масса материальной точки; )(xn  - коэффициент трения, зависящий от координаты; 
dx
dПx −=)(ϕ  – возмущающая потенциальная сила. 
Запишем уравнение Лагранжа второго рода для данной механической системы: 
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где 
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где p – обобщенный импульс; f – обобщенная сила, т  урав ение энергии примет вид
 . (17)
Закон движения материальной точки под действием сил, зависящих от простран-
ственной координаты и её скорости, описанный с помощью уравнения Ньютона, имеет 
вид
)()( xxxnxm ϕ=+  , (18)
где m – масса материальной точки; n(x) – коэффициент трения, зависящий от координаты; 
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Уравнение (12) представляет собой производную произведения функций 
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Уравнение (13) можно переписать в виде 
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Из уравнения (14) видно, что величина Lx
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∂= && , называемая энергией, остается 
постоянной во времени. 
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p
x
L =∂
∂
& , (13) 
f
x
L =∂
∂
, (14) 
где p – обобщенный импульс; f – обобщенная сила, то уравнение энергии примет вид 
LxpE −= & . (15) 
Закон движения материальной точки под действием с л, зависящих от 
пространственной координаты и её скорости, описанный с помощью уравнения Ньютона, 
имеет вид 
)()( xxxnxm ϕ=+ &&& , (16) 
где m  - масса материальной точки; )(xn  - коэффициент трения, зависящий от координаты; 
dx
dПx −=)(ϕ  – возмущающая потенциальная сила. 
Запишем уравнение Лагранжа второго рода для данной механической системы: 
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 возмущающая потенциальная сила.
Запишем уравнение Лагранжа второго рода для данной механической системы:
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Уравнение (12) представляет собой производную произведения функций 
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Уравнение (13) можно переписать в виде 
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Из уравнения (14) видно, что величина Lx
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постоя ной во времени. 
Если ввести обозначения: 
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, (14) 
где p – об бщенный импульс; f – обобщенная с ла, то уравнение энерг и примет вид 
LxpE −= & . (15) 
Закон движения материальной точки под действием сил, зависящих от 
пространственной координаты и её скорости, описанный с помощью уравнения Ньютона, 
имеет вид 
)()( xxxnxm ϕ=+ &&& , (16) 
где m  - масса материальной точки; )(xn  - коэффициент трения, зависящий от координаты; 
dx
dПx −=)(ϕ  – возмущающая потенциальная сила. 
Запишем уравнение Лагранжа второго рода для данной механической системы: 
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где 
2
2xmK
= .
Умножим обе части уравнения (17) на неизвестную функцию μ и представим его в следую-
щем виде:
Умножим обе части уравнения (17) на неизвестную функцию μ  и представим его в 
следующем виде: 
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&& , (18) 
Определим вид функции  таким образом, чтобы левая часть уравнения (18) 
представляла собой производную по времени от произведения двух функций: 
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Из уравнения (19) видно, что 
)(xn
dt
d ⋅= μμ . (20) 
Разделим обе части уравнения (22) наμ   и, умножив на 
x
Kdt &∂
∂⋅
−1
, проинтегрируем: 
txndtxnd )()ln()( ===∫ ∫ μμ
μ . (21) 
Выразив из (21) μ , получим 
txne )(=μ . (22) 
С учетом уравнений (20), (21) и (24) имеет место равенство 
0)()( =−∂
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∂ ПK
xdt
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x
μμμμ & . (23) 
Уравнение (25) соответствует уравнению Эйлера (10). Таким образом, функция 
Лагранжа рассматриваемой механической системы имеет вид 
μ)( ПKL −= . (24) 
При этом действие такой системы описывается уравнением 
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t
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Ковариантность уравнения (25) относительно замены координат и знание вида 
Лагранжиана (26), позволяет получать уравнения движения в удобной для решения форме, 
исследовать эволюцию динамических систем с линейным трением, а также определить 
преобразования симметрии и соответствующие им инварианты с применением теоремы 
Нётер. 
Законы сохранения имеют глубокое происхождение, связанное с инвариантностью 
описания механической системы относительно некоторой группы преобразований времени и 
. (20)
Определим вид функции μ таким образом, чтобы левая часть уравнения (18) представляла 
собой производную по времени от произведения двух функций:
Умножим обе части уравнения (17) на неизвестную функцию μ  и представим его в 
следующем виде: 
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Из уравнения (19) видно, что 
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Уравнение (25) соответствует уравнению Эйлера (10). Таким образом, функция 
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Ковариантность уравнения (25) относительно замены координат и знание вида 
Лагранжиана (26), позволяет получать уравнения движения в удобной для решения форме, 
исследовать эволюцию динамических систем с линейным трением, а также определить 
преобразования симметрии и соответствующие им инварианты с применением теоремы 
Нётер. 
Законы сохранения имеют глубокое происхождение, связанное с инвариантностью 
описания механической системы относительно некоторой группы преобразований времени и 
. (22)
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Разделим обе части уравнения (22) на μ и, умножив на 
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следующем виде: 
)()( ПK
xx
Kxn
x
K
dt
d μμμμ −∂
∂=∂
∂⋅+∂
∂
&& , (18) 
Определим вид функции  таким образом, чтобы левая часть уравнения (18) 
представляла собой производную по времени от произведения двух функций: 
)()( ПK
xdt
d
x
Kxn
x
K
dt
d
x
K
dt
d
x
K
dt
d
x
K
dt
d μμμμμμμ −∂
∂=∂
∂⋅+∂
∂=∂
∂+∂
∂=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
∂
∂
&&&&&& . (19) 
Из уравнения (19) видно, что 
)(xn
dt
d ⋅= μμ . (20) 
Разделим обе части урав ения ( 2) наμ   и, умножив 
x
Kdt &∂
∂⋅
−1
, проинтегрируем: 
txndtxnd )()ln()( ===∫ ∫ μμ
μ . (21) 
Выразив из (21) μ , получим 
txne )(=μ . (22) 
С учетом уравнений (20), (21) и (24) имеет место равенство 
0)()( =−∂
∂−−∂
∂ ПK
xdt
dПK
x
μμμμ & . (23) 
Уравнение (25) соответствует уравнению Эйлера (10). Таким образом, функция 
Лагранжа рассматриваемой механической системы имеет вид 
μ)( ПKL −= . (24) 
При этом действие такой системы описывается уравнением 
[ ] ( )∫ →−=
1
0
),()()()(
t
t
extrdttxxПxKtxS μ& . (25) 
Ковариантность уравнения (25) относительно замены координат и знание вида 
Лагранжиана (26), позволяет получать уравнения движения в удобной для решения форме, 
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преобразования симметрии и соответствующие им инварианты с применением теоремы 
Нётер. 
Законы сохранения имеют глубокое происхождение, связанное с инвариантностью 
описания механической системы относительно некоторой группы преобразований времени и 
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Из уравнения (19) видно, что 
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исследовать эволюцию динамических систем с линейным трением, а также определить 
преобразования симметрии и соответствующие им инварианты с применением теоремы 
Нётер. 
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Ковариантность уравнения (25) относительно замены координат и знание вида 
Лагранжиана (26), позволяет получать уравнения движения в удобной для решения форме, 
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Из уравнения (19) видно, что 
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d ⋅= μμ . (20) 
Разделим обе части уравнения (22) наμ   и, умножив на 
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μ . (21) 
Выразив из (21) μ , получим 
txne )(=μ . (22) 
С учетом уравнений (20), (21) и (24) имеет место равенство 
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∂ ПK
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x
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Уравнен е (25) соответствует уравнению Эйлера (10). Таким образом, функция 
Лагранжа рассматриваемой механической системы имеет вид 
μ)( ПKL −= . (24) 
При этом действие такой системы описывается уравнением 
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Ковариантность уравнения (25) относительно замены координат и знание вида 
Лагранжиана (26), позволяет получать уравнения движения в удобной для решения фор е, 
исследовать эволюцию динамических систем с линейным трением, а также определить 
преобразования симметрии и соответствующие им инварианты с применением теоремы 
Нётер. 
Законы сохранения имеют глубокое происхождение, связанное с инвариантностью 
описания механической системы относительно некоторой группы преобразований времени и 
. (27)
Ковариантность уравнения (25) относительно замены к ординат и зна и  вида Л гранжи-
ана (26) позволяет получать уравнения дв жения в удобной для реше я форме, иссл довать 
эволюцию динамических систем с линейным трением, а также определить преобразования 
симметрии и соответствующие им инвар анты с применением теоремы Нётер.
Законы сохранен я имеют глубо ое происх ждени , связанн е с нвариа тностью оп -
сания механической системы относительно нек торой группы п еоб азований време  и 
координат. Согласно теореме Нётер, каждой непрерывной симметрии физической системы 
соответствует некоторый закон сохранения. Симметрия – соответствие, неизменность (инва-
риантность), проявляемые при каких-либо изменениях, преобразованиях. Рассматривая раз-
личные преобразования координат, мы приходим к основным физическим симметриям [4]. 
При рассмотрении движения механической системы в пространстве могут быть исполь-
зованы преобразования координат вида (28).
Таблица 1. Симметрия в физике
Преобразование
Соответствующая  
инвариантность
Соответствующий  
закон сохранения
Трансляция времени Однородность времени энергии
Изотропность времени четности
Трансляция пространства Однородность пространства импульса
Вращение пространства Изотропность пространства Момента импульса
Группа Лоренца Относительность Лоренц-инвариантность 4-импульса
Калибровочное преобразование Калибровочная инвариантность заряда
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координат. Согласно теореме Нётер, каждой непрерывной симметрии физической системы 
соответствует некоторый закон сохранения. Симметрия – соответствие, неизменность 
(инвариантность), проявляемые при каких-либо изменениях, преобразованиях. Рассматривая 
различные преобразования координат, мы приходим к основным физическим симметриям 
[4].  
Таблица 1. Симметрия в физике 
Преобразование Соответствующая 
инвариантность 
Соответствующий закон 
сохранения 
Трансляция времени Однородность времени энергии 
 Изотропность времени четности 
Трансляция пространства Однородность пространства импульса 
Вращение пространства Изотропность пространства Момента импульса 
Группа Лоренца Относительность Лоренц-
инвариантность 
4-импульса 
Калибровочное 
преобразование 
Калибровочная инвариантность заряда 
 
При рассмотрении движения механической системы в пространстве могут быть 
использованы преобразования координат вида (28). 
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В результате разложения в ряд Тейлора преобразований (29), ограничиваясь членами, 
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Например, возможные параллельные переносы трехмерной системы координат 
описываются преобразованием 
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Преобразования (30) называются преобразованиями симметрии, если выполняется 
условие инвариантности действия относительно этих преобразований. Данное условие имеет 
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где функция 1L  - некоторая другая функция Лагранжа, позволяющая получить те же уравнения 
движения, что и L . 
Одним из следствий теоремы Нётер является уравнение первого интеграла движения, 
который с использованием функции Лагранжа описывается следующим уравнением: 
∑
=
Δ=Δ+∂
∂+Δ
n
i
i Cxx
LtL
1
λδ& , (34) 
где  txxxi Δ−Δ= &δ , а λΔ – функция, определяемая из уравнения 
)(
11
λΔ−=Δ+Δ∂
∂+Δ∂
∂+Δ∂
∂ ∑∑
== dt
dt
dt
dLx
x
Lx
x
Lt
t
L n
i
ii
n
i
&& . (35) 
Уравнение (37) применяется в качестве критерия для выяснения, является ли (28) 
преобразованием симметрии для исследуемой системы. 
. (31)
А бесконечно малое преобразование при этом имеет вид
. (32)
Совокупность всех вращений декартовой системы координат на плоскости описывается 
преобразованием
⎩
⎨
⎧ =+=
=
)3,2,1(*
*
i
aqq
tt
iii
. (29) 
А бесконеч о малое преобразо ание при этом имеет вид 
⎩
⎨
⎧ =+=
=
)3,2,1(*
*
i
qq
tt
ii ε . (30) 
Совокупность сех вращений дек ртовой си емы координат на плоскости 
описывается преобразованием 
⎪⎩
⎪⎨
⎧
⋅+⋅−=
⋅−⋅=
=
)cos()sin(
)sin()cos(
*
*
*
ayaxy
ayaxx
tt
 (31) 
А его бесконечно малое преобразование таково: 
⎪⎩
⎪⎨
⎧
⋅−=
⋅−=
=
xyy
yxx
tt
ε
ε
*
*
*
 (32) 
 
Преобразования (30) называются преобразованиями симметрии, если выполняется 
условие инвариантности действия относительно этих преобразований. Данное условие имеет 
вид: 
 
∫ ∫=
1
0
*
1
*
0
**
1 ),,(),,(
t
t
t
t
dttxxLdttxxL && , (33) 
где функция 1L  - некоторая другая функция Лагранжа, позволяющая получить те же уравнения 
движения, что и L . 
Одним из следствий теоремы Нётер является уравнение первого интеграла движения, 
который с использованием функции Лагранжа описывается следующим уравнением: 
∑
=
Δ=Δ+∂
∂+Δ
n
i
i Cxx
LtL
1
λδ& , (34) 
где  txxxi Δ−Δ= &δ , а λΔ – функция, определяемая из уравнения 
)(
11
λΔ−=Δ+Δ∂
∂+Δ∂
∂+Δ∂
∂ ∑∑
== dt
dt
dt
dLx
x
Lx
x
Lt
t
L n
i
ii
n
i
&& . (35) 
Уравнение (37) применяется в качестве критерия для выяснения, является ли (28) 
преобразованием симметрии для исследуемой системы. 
. (33)
А его бесконечно малое преобразование таково:
,,*
*
i
tt
iii
. ( ) 
        
,,*
*
i
tt
ii
. ( ) 
        
  
⋅⋅
⋅⋅
i
i
*
*
* tt
 ( ) 
     : 
⋅
⋅
tt
*
*
*
 ( ) 
 
 ( )   ,   
     .    
: 
 
1
0
*
1
*
0
**
1 ,,,,
t
t
t
t
tttt , ( ) 
  1  -    ,      
,   . 
         , 
       : 
=
n
i
it
1 &
, ( ) 
  ti ,   ,    
)(
11 == t
t
t
t
t
n
i
ii
n
i
&& . ( ) 
 ( )      ,   ( ) 
    . 
. (34)
Преобразования (30) называются преобразованиями симметрии, если выполняется усло-
вие инвариантности действия относительно этих преобразований. Данное условие имеет вид:
⎩
⎨
⎧ =+=
=
)3,2,1(*
*
i
aqq
tt
iii
. (29) 
А бесконечно малое преобразование при этом имеет вид 
⎩
⎨
⎧ =+=
=
)3,2,1(*
*
i
qq
tt
ii ε . (30) 
Совокупность всех вращений декартовой системы координат на плоскости 
описывается преобразованием 
⎪⎩
⎪⎨
⎧
⋅+⋅−=
⋅−⋅=
=
)cos()sin(
)sin()cos(
*
*
*
ayaxy
ayaxx
tt
 (31) 
А его бесконечно малое преобразование таково: 
⎪⎩
⎪⎨
⎧
⋅−=
⋅−=
=
xyy
yxx
tt
ε
ε
*
*
*
 (32) 
 
Преобразования (30) называются преобразованиями симметрии, если выполняется 
условие инвариантности действия относительно этих преобразований. Данное условие имеет 
вид: 
 
∫ ∫=
1
0
*
1
*
0
**
1 ),,(),,(
t
t
t
t
dttxxLdttxxL && , (33) 
где функция 1L  - некоторая другая функция Лагранжа, позволяющая получить те же уравнения 
движения, что и L . 
Одним из следствий теоремы Нётер является уравнение первого интеграла движения, 
который с спользованием функции Лагранжа описывается следующим уравнением: 
∑
=
Δ=Δ+∂
∂+Δ
n
i
i Cxx
LtL
1
λδ& , (34) 
где  txxxi Δ−Δ= &δ , а λΔ – ункция, определяемая из уравнения 
)(
11
λΔ−=Δ+Δ∂
∂+Δ∂
∂+Δ∂
∂ ∑∑
== dt
dt
dt
dLx
x
Lx
x
Lt
t
L n
i
ii
n
i
&& . 5  
Уравнение (37) применяетс  в качестве кр терия для выяснения, является ли (28) 
преобразованием симметрии для исследуемой системы. 
, (35)
где функция L1 – некоторая другая функция Лагранжа, позволяющая получить те же уравне-
ния движения, что и L.
– 1076 –
Evgeny A. Spirin, Mikhail P. Golovin… The Role of Variational Principles of Mechanics in the Study of the Evolution…
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Уравнение (37) применяется в качестве критерия для выяснения, является ли (28) 
преобразованием симметрии для исследуемой системы. 
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Уравнение (37) применяется в качестве критерия для выяснения, является ли (28) пр об-
разованием симметрии для исследуемой системы.
В качестве примера использования теоремы Нетер и функции Лагранжа на практике 
рассмотрим колебательную системы с силой трения, линейно зависящей от скорости и не 
зависящей от координаты. Лагранжиан такой системы с учётом (26) и (24) будет иметь 
вид
В качест е прим ра использования теоремы Нетер и функции Лагранжа на практике 
рассмотрим колебательную системы с сил й трения, линейн  зависящей от скорости и не 
зависящей от координаты. Лагранжиан такой системы с учётом (26) и (24) будет иметь вид 
  
ntecxxmПКL )
2
1
2
1()( 22 −=−= &μ . (36) 
Обозначив  
,2 n=β mck =2  (37) 
лагранжиан представим в виде 
texkxL β2222 )(
2
1 −= & . (38) 
Уравнение движения такой системы имеет вид 
 
02 2 =++ xkxx &&& β . (39) 
Преобразованием симметрии такой системы будет преобразование вида 
⎩⎨
⎧
−=
+=
xxx
tt
εβ
ε
*
*
 (40) 
Действительно, учитывая, что ε=Δt , xx εβ−=Δ , xx && εβ−=Δ , из уравнения (37) 
получаем 0=Δλ , а из уравнения (36) – первый интеграл системы: 
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Решение уравнения (39) можно представить в виде графика (рис. 2) 
 
 
Рис. 2. Эволюция динамической системы с линейным трением во времени 
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